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Espacio de configuracion

# El espacio de control en la teoria de atomos en
moléculas es el espacio de configuraciones nucleares

Ver: H. Goldstein, Classical

mechanics, Addison—-Wesley, 1980
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Espacio de configuracion

# El espacio de control en la teoria de atomos en
moléculas es el espacio de configuraciones nucleares

# La configuracion de un sistema esta dada por los
valores de n coordenadas generalizadas q1, g2, - . . , qn.

Ver: H. Goldstein, Classical
mechanics, Addison—-Wesley, 1980
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Espacio de configuracion

El espacio de control en la teoria de atomos en
moléculas es el espacio de configuraciones nucleares

La configuracion de un sistema esta dada por los
valores de n coordenadas generalizadas q1, g2, - . . , qn.

Espacio de configuracion:

R = {(q17 g2y ..., qn)}

donde hay n grados de libertad.

Ver: H. Goldstein, Classical
mechanics, Addison—-Wesley, 1980
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® El movimiento del sistema se describe mediante una
trayectoria en R

Esquematicamente:
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Ejemplo

Una particula se mueve en un plano y otra en una recta
perpendicular a este.

Espacio de configuracion
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Formas cuadraticas

En n variables:
q(z) = ) Aijzix;
En forma matricial: ?
g(x) = zAzl, == (x1,...,2n), (A)ij = Nij
Al reemplazar A por la matriz simétrica
M = %(A + A5

es posible diagonalizar M.
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# Toda forma cuadratica en n variables puede ser
reducida, mediante una transformacion lineal no sigular
de las variables, a la forma

diy? + ...+ dpy?
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# Toda forma cuadratica en n variables puede ser
reducida, mediante una transformacion lineal no sigular
de las variables, a la forma

diy? + ...+ dpy?

# Al hacer z; = v/d;y;, Se obtiene

(\V)

2 2 2
Z{t+ ...+ 2, — Ry T eee T 2
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# Toda forma cuadratica en n variables puede ser
reducida, mediante una transformacion lineal no sigular
de las variables, a la forma

diy? + ...+ dpy?

# Al hacer z; = v/d;y;, Se obtiene

(\V)

2 2 2
Z{t+ ...+ 2, — Ry T eee T 2
Definiciones:
. W
o =2r—w=7r—(w—r)
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Cuatro tipos de formas cuadraticas para
q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?:

u? —|—fv2:

u? — v?:

—u? — p?

(w, 0)=(2,2)
(2,0)
(-2,0)
(1,1)
(1,-1)
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Formas cubicas

En dos variables:

c(z,y) = az® + Bx’y + vxy® + 6y°, a,B,7,0 € R
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Formas cubicas

En dos variables:

c(z,y) = az® + Bx’y + vxy® + 6y°, a,B,7,0 € R

Cuatro tipos de formas cubicas:

u?v — v?
u?v -+ v3
—u? — v?
uv
—u3
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Teorema (punto critico de Morse):

Sean u € R™ un punto critico no degenerado? de la funcion
suave f : R™ — n, y U C R™ un conjunto abierto. Existe
un sistema local de coordenadas {y1,...,y,} C U con
yi(u) = 0 Vi, tal que

f=fw—yi—...—y +yi . +...+92

Yu € U.

2Aquél cuyo rango del Hessiano cumple: w = n
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Teorema (punto critico de Morse):

Sean u € R™ un punto critico no degenerado? de la funcion
suave f : R™ — n, y U C R™ un conjunto abierto. Existe
un sistema local de coordenadas {y1,...,y,} C U con
yi(u) = 0 Vi, tal que

f=fuw—vi—...—y +yii+...+ty:
Yu € U. Es decir

# Todo punto critico no degenerado se puede transformar
en una l-silla de Morse.

® Cuandol = n se trata de un maximo: sil = 0, de un
minimo.

2Aquél cuyo rango del Hessiano cumple: w = n
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Teoria de catastrofes

Se analizaelcambiode V : X — R, donde X es una
variedad (usualmente R™).

Cuando se involucra un parametro c:

V:XXR—R
tal que (xz,c) — V(x,c) = Ve(x).
Se analizan familias de funciones DV, : X — R:

OxV : X XR—>R

tales que (x,c) —» IxV(xz,c) = DV, (X)
(D: derivada en la direccion de X)
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Teoria de catastrofes

Se analizaelcambiode V : X — R, donde X es una
variedad (usualmente R™).

Cuando se involucra un parametro c:

V:XXR-SR
tal que (x,c) —» V(x,c) = V().

Se analizan familias de funciones DV, : X — R:

OxV : X XR—>R

tales que (x,c) —» IxV(xz,c) = DV, (X)

(D: derivada en la direccion de X)
¢, Como cambian de posicion
los puntos criticos al cambiar los parametros de control?
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/’-\

N\

HV|e singular = 105 regulares

OxV no transversa con linea O
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Considerar ahora la funcion

ax? + bxy + cy2

Graficamente, al seguir una curva (a, b, c) al variar el
parametro se obtiene el tipo de forma cuadratica

cono discriminante
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Clasificacion de Thom

Teorema
Una familia de k pardmetros de funciones suaves "™ — R,

k < 5 es estructuralmente estable y equivalente localmente
a una de las siguientes formas:

# Formas estables (no cambian al variar k)

1. No es un punto critico: u;.

()
3 un cambio suave de

Yy
coordenadas tal que Yo

A

f — m(x — xo) + yo
.

mx’ — u
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Clasificacion de Thom

Teorema
Una familia de k pardmetros de funciones suaves "™ — R,

k < 5 es estructuralmente estable y equivalente localmente
a una de las siguientes formas:

# Formas estables (no cambian al variar k)

1. No es un punto critico: u;.

# Es un punto critico no degenerado (Morse)

2

2 2 2
ul_l_ooo_l_u,i _ui+1_ooo_un
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o Catastrofes (hay c1, ca, ..., c5 parametros)

1. Tipo cuspide

nombre k germen (GC) perturbacion (pert)

Pliegue 1 u? c1uq

Cuspide: 2 :I:fufiL czug + ciuq

Cola de golondrina: 3 u? csul + cauz + cruq

Mariposa 4 :I:u? C4u‘1l + c;;u? + czu% 4+ ciuq

Tienda india 5 u{ C5fu,? + C4u‘1l + c:;ug + czug
+ciuq
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o Catastrofes (hay c1, ca, ..., c5 parametros)

2. Tipo umbilica

nombre k germen (GC) perturbacion (pert)

Umbilica eliptica 3 u%uz — ug’ c;;u% + cous + c1uq
Umbilica hiperbdlica 3 u%’ua + u% c;;u% + coua + cruy
4

Umbilica parabdlica +(ufug + u3) cqus + czu? + cous

+cruq
Segunda umbilica 5 u%uz — ug 05u§ + C4fu,§ 4 c;;u%
eliptica: +co2ug + ci1uq
Segunda umbilica 5 u%uz + ug C5u§’ + C4u§ + c;:,u%
hiperbdlica: +cous + c1uq

Umbilica simbdlica 4 :I:(u% + u%) 05u1u§ + C4u§ + cguqus

+C2us + C1Uq
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En resumen:

..DV#O: V = u1q.

Teoria de catastrofes/JHT —p. 18



En resumen:

® DV # 0: V = u1q.
® DV =0 Yy det(HV) # 0: Lema de Morse.
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En resumen:

°

DV 75 0. V = u;.
DV =0 y det(HV) # 0: Lema de Morse.

® DV =0 ydet(HV)=0:V(x,c) conx € R",
c € R* es de la forma (lema de splitting):

°

n
V(use) = fnm(wr,y ..., ug, ) Z )\ju?
j=1+1

La catastrofe ocurre en ¢ = ¢°.
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En resumen:

—SIk<5 n
V =cat(l, k) + Z )\ju?
j=l+1

donde |
afecta el comportamiento

— litativo de V'
cat(l, k:) — GC(l) + cualitativo ae
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Ejemplo:

— Considerar una funciéon v : ®1° x 3 — £ (10
variables, 3 parametros de control).

— Considerar que (z9,...,zY,) es un punto critico

singular y que HV tiene rango 8, con 5 valores
propios positivos y 3 negativos.

¢, Cudl es el caracter local de V' (x, ¢)?

Teoria de catastrofes/JHT —p. 20



Ejemplo:

— Considerar una funciéon v : ®1° x 3 — £ (10
variables, 3 parametros de control).

— Considerar que (z9,...,zY,) es un punto critico
singular y que HV tiene rango 8, con 5 valores
propios positivos y 3 negativos.

¢, Cudl es el caracter local de V' (x, ¢)?

En este caso,l = 2, k = 3.

Por lo tanto, se trata de la catastrofe umbilica eliptica
o la hiperbdlica:

V = u%uz

10
.3 2 2
- ud + csud 4 coun + teus + Y Ajul

J=3
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Ademas:
Sea la familia de funciones V : R" x RF — R,
V(x,c) = V(c), donde x € R", c € R*.

® Variedad catastrofe:

M = {2 € S|DV,(z) = 0}
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Ademas:
Sea la familia de funciones V : R" x RF — R,
V(x,c) = V(c), donde x € R", c € R*.

® Variedad catastrofe:
M = {x € S|DV.(x) = 0}

# El conjunto de puntos ¢ € R* que parametrizan a la
familia de funciones con puntos criticos degenerados
se llama conjunto de bifurcacion, B.
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Ademas:
Sea la familia de funciones V : R" x RF — R,

V(x,c) = V(c), donde x € R", c € R*.
® Variedad catastrofe:
M = {x € S|DV.(x) = 0}

# El conjunto de puntos ¢ € R* que parametrizan a la
familia de funciones con puntos criticos degenerados
se llama conjunto de bifurcacion, B.

® B divide ®* en conjuntos abiertos.
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Ademas:
Sea la familia de funciones V : R" x RF — R,

V(x,c) = V(c), donde x € R", c € R*.
® Variedad catastrofe:
M = {x € S|DV.(x) = 0}

# El conjunto de puntos ¢ € R* que parametrizan a la
familia de funciones con puntos criticos degenerados

se llama conjunto de bifurcacion, B.

® B divide ®* en conjuntos abiertos.
# La separatriz define regiones de funciones tipo Morse.
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Catastrofe de pliege

La forma general de la catastrofe es
1 3
V(xr,a) = Vo(x) = 3T + ax

El parametro a provoca el cambio catastrofico en V, (x).
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Catastrofe de pliege

La forma general de la catastrofe es
1 3
V(xr,a) = Vo(x) = 3T + ax

El parametro a provoca el cambio catastrofico en V, (x).

La variedad catastrofe M se obtiene al resolver

dVg(x) _

2
T a—=20
T +
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Catastrofe de pliege

La forma general de la catastrofe es
1 3
V(xr,a) = Vo(x) = 3T + ax

El parametro a provoca el cambio catastrofico en V, (x).

La variedad catastrofe M se obtiene al resolver

dV,
a(T) _ 2 La=0
dx
Se trata de la parabola
a = —x°
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o Ademas:
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® Ademas:
d*V,
dx?

= 2x

#® Esdecir, HV, es degenerado en x = 0.
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® Ademas:
d*V,
dx?

#® Esdecir, HV, es degenerado en x = 0.

= 2x

# El conjunto de bifurcacion es el punto de pliegue,
a = 0.
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°

Ademas:
d*V,
dx?

= 2x

Es decir, HV, es degenerado en x = 0.

El conjunto de bifurcacion es el punto de pliegue,
a = 0.

El punto aislado a = 0 es la separatriz en el espacio de
control entre funciones cualitativamente diferentes.
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Graficamente: punto de pliegue
(separatriz)

8

dos puntos criticos cero puntos criticos
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Graficamente: punto de pliegue
(separatriz)

En la

Q| TCAEM,
esta
catastrofe
ocurre al
romper un
anillo

8

dos puntos criticos cero puntos criticos
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Catastrofe de cuspide

La forma general de la catastrofe es
1 4 1 2
V(xz,a) = Vy(x) = T + 50T + bx

La variedad catastrofe se obtiene al resolver

dVab(ZE)

=2’ +axr+b=0
dx

Las degeneraciones de los puntos criticos se obtienen a
partir de

d?V(z)/dx? =322 + a=0
>V (x) /dx® = 6x =0
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Por ejemplo, las dos primeras condiciones implican
a = —3x?, b = 23

Por lo tanto:
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Graficamente

% !

2¢ 2
[
m - ‘ v
Figure 5.4 The separatrix of the cusp catastrophe, defined by dF/dx = 0, d*F/dx* = 0, divides the
control parameter space R? into two open regions representing functions with one critical point
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Catastrofe de umbilica eliptica

La forma general de la catastrofe es
V(z,a) = Vape(z,y) = 2° — 3zy* + a(z® + y*) + bx + cy
La variedad catastrofe es

OVope(x,y)/0x =322 — 3y? + 2ax +b=0
OVabe(T,y) /0y = —6xy + 2ay + ¢ =0
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Catastrofe de umbilica eliptica

La forma general de la catastrofe es

V(z,a) = Vape(z,y) = 2° — 3zy* + a(z® + y*) + bx + cy
La variedad catastrofe es

OVope(x,y)/0x =322 — 3y? + 2ax +b=0
OVabe(T,y) /0y = —6xy + 2ay + ¢ =0

Para obtener las separatrices en el espacio de control:

1. Se toma en cuenta a las singularidades del Hessiano
de Vabe-

2. Se asignan valores especificos a los parametros a, b, c.
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Graficamente

CIRCULAR BAD SET IN CROSS SECTION OF BIFURCATION
nll=n2 SET IN Rk=R3

y
I\
e
m
a=+1
= X
(] c
2 b
y (3
'\
a=0 > X —>b
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continuacion ...

Figure 5.16 The relationship between the circular “bad set” and the separatrix of D_, in R3 is
shownfora= +1;a=0;anda = —1.
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Figure 5.17 The separatrix for D _, in R* may be constructed from the three cross sections shown
in Fig. 5.16 by using the scaling relations (5.50).
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